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Odchylka dvoch priamok
RNDr. Viera Vodickova

: Najprv by sme si mali ujasnit, ¢o je to odchylka dvoch priamok. Potom budeme riesit

tlohu, ako uréit tito odchylku z analytického vyjadrenia priamok.

: Odchylka priamok? To je predsa ich uhol!

: Nie je to celkom to isté. Nacrtnime si dve priamky p a ¢. Kolko uhlov zvieraju? Kolko

uhlov vidi$ na obrazku?

: Aha! Su tam styri uhly.
: Ano. Oznadime si ich «, 3, v a . Ktory z nich bude odchjlkou priamok p a ¢ ?
: Tak nagprv, plati, Ze o = v a zdroven 3 = §. Su to tusim vrcholové uhly. Odchyjlkou bude

vvvvv

: Vyborne. Odchylkou dvoch priamok nazyvame velkost nulového, ostrého alebo pravého

uhla, ktorého ramené lezia na danych priamkach.

: Hm. .. Ostry uhol je tam preto, aby to bol ten mensi, vsak?

: Spravne. Ak st priamky kolmé, ich odchylkou je velkost pravého uhla, teda 90°. Ak st dve

priamky rovnobezné, ich odchylka je 0°.
Tak, a teraz sa mozeme venovat analytickému vyjadreniu priamok. Akym spdsobom mo-
zeme vyjadrit priamku?

. Zalezi na tom, ¢i to bude priamka v priestore alebo v rovine.

: Spravna odpoved. Zacnime najprv rovinou. Akou rovnicou vieme vyjadrit priamku v ro-

vine?

: Priamku v rovine moZeme vyjadrit , a

: Smernicovy tvar je len ina¢ upravena vseobecnd rovnica priamky. Ststredime sa preto na

dva pripady, ak st priamky dané parametricky a ak st priamky dané vSeobecnou rovnicou.

: Zatneme s pripadom, ak s priamky dané parametricky. Zopakujme si, zZe parametrické

vyjadrenie priamky v suradniciach je:

T =ay+ tu
y=as+tus, teR.

Co vietko vieme uréif z tychto parametrickych rovnic priamky?
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Z: 7 parametrického vyjadrenia vieme urcit siradnice aspori jedného bodu priamky, napr.
bodu Alay; as|. Okrem toho aj suradnice s U= (ug;usg).

U: Potrebujeme dve priamky, zoberme si napr. priamky p a ¢. Ozna¢me ich smerové vektory
U, a i,. VSetko si zakreslime do obrazka. Smerovy vektor, ako iste vies, mozeme fubovolne
umiestnit na priamku. Umiestnime si preto smerové vektory jednotlivych priamok tak, aby
mali zaciatok v priese¢niku oboch priamok. Vyznacime si odchylku priamok, uhol ¢.

Z: UZ viem ako to bude! Ak ste smerové vektory takto pekne nakreslili, hned vidno, Ze ¢ je aj
odchyjlkou vektorov U, a .

U: Vyborne. Odchylku priamok uréime pomocou odchylky ich smerovych vektorov. Vies, ako
sa vypocita ?
Z: Je na to nejaky vzorec. A asi tam vystupuje kosinus uhla. . .

U: Odchylku ¢ dvoch vektorov vypocitame podla vzorca:

— =

U - U
COSQY = 575 -
] |7]
Z: Jasné! Hore mdme vektorov a dole siucin ich velkosti.
U: Odchylku priamok p a g uré¢ime ako odchylku ich smerovych vektorov, preto plati:
Uy - U,
cosp = ——2L
|| ||

M3 to vSak jeden hacik.

: To som si mohol mysliet, Ze to nebude také jednoduché.

N(

U: Pozri sa na tento obrazok.

Opit mame na 1iom dve priamky p a ¢ a ich smerové vektory. Aka odchylku maja priamky
a aki smerové vektory?

Z: Uz rozumiem o ¢o vam ide. Odchylka priamok je stdale . Odchylkou vektorov je vsak velkost
uhla w.
U: Presne tak. Odchylkou dvoch vektorov méze byt aj tupy uhol. Odchylkou priamok nie.

Z: Vyriesime to jednoducho. Uhly ¢ a w su susedné uhly. Ked ich sc¢itam, dostanem 180°.
TakzZe, vypocitam odchylku vektorov, uhol w. Potom odcitam tuto hodnotu od 180° a mam
uhol ¢. Plati

w =180° — w.
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U: Uz to len trocha zjednodusime. Odchylku pocitame pomocou kosinusu uhla. Vyjadrime si
preto, ¢o plati pre kosinus tychto uhlov:
cos p = cos(180° — w) = — cosw.
Z: Kosinus uhlov ¢ a w sa lisi len znamienkom.

U: Ano. Uhol w je odchylkou vektorov, preto plati
w € (0% 180°).

Pre uhol ¢ plati
v € (0°%,90°),

nakolko ide o odchylku priamok. Kosinus uhlov z intervalu (0°;90°) je nezaporné ¢islo,
preto staci vo vzorci pridat absolitnu hodnotu. Pre odchylku priamok p a ¢ plati:

o (T
R CATEAIL

Z: Rozumiem. Ak by bol uhol smerovijch vektorov nahodou tupy, bol by to uhol z druhého kvad-
rantu. Tam je hodnota kosinusu zdpornd, a preto z nej urobime kladni pomocou absolutnej
hodnoty.

U: Vsimni si, Zze vyraz v menovateli je stale kladny.
Z: Ano. Si tam velkosti vektorov, a to su kladné ¢isla.

U: Absoltatna hodnota nemé pre menovatel vyznam. Preto stac¢i absolttnu hodnotu pridat
len do ¢itatela. Vzorec pre vypocet odchylky priamok p a ¢ je:

| - g
AN TATAN

U: Pozrieme sa, ako to bude vyzerat s odchylkou dvoch priamok danych vseobecnou rov-
nicou.

N«

: Zo vSeobecnej rovnice vieme urcit normdalové vektory priamok. Normdlovy vektor je vektor
kolmy na priamku.

U: Velmi spravne.
Majme dané priamky p a ¢. Ich norméalové vektory ozna¢me ako 1, a 77,. Nakreslime si opét
obrazok. Do priesec¢nika priamok si umiestnime zaciato¢né body norméalovych vektorov 7,
a 1,. Priamka p a jej normalovy vektor je vyznacena Cervenou farbou, priamka ¢ a jej
normalovy vektor modrou farbou. Odchylku priamok p a ¢ oznacime ako ¢, odchylku
normalovych vektorov ako w.
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Z: Vyzerd to, akoby w a o bolo to isté. Teda, chcel som povedat, Ze budi mat rovnaki velkost.
Keby sa to cervené otocilo aZ na modri priamku. . .

U: Mas pravdu. Dokazeme si to. VSimni si na obrazku uhol vymedzeny priamkou p a norma-
lovym vektorom 7.

Z: Myslite ten uhol medzi ¢ a w?

U: Presne ten. Pozrieme sa naf z dvoch pohladov. Najprv si v§imni ¢ervent priamku p. Jej
norméalovy vektor je na 1nu kolmy, preto pre velkost nasho uhla plati, Ze sa rovna 90° — w.

Z: Hm. .. Od cerveného k cervenému je 90°, jedna cast je zeleny uhol w, preto zvysok musi
byt 90° — w. Suhlasim.

U: Teraz to zopakujeme z pohladu modrej priamky.

Z: Aha! Medzi 7, a priamkou q je tiez 90°. Jedna cast je uhol . Preto velkost ndsho uhla

maozeme vyjadrit aj ako 90° — .

0

o
S

U: Vyborne. Velkost jedného uhla mame vyjadreni dvoma sposobmi. Preto plati rovnost:
90° —w = 90° — ¢.

7 toho uz vyplyva, ze
Y= w.
Z: Odchylka priamok je takd istd ako odchylka ich normdlovych vektorov.

U: Ano. Preto mézeme pre odchylku priamok p a ¢ napisat vzfah v raméeku.

_ |7 - 7ig]
AT ATN

U: Ostavaji ndm priamky v priestore.
Z: Priamku v priestore vieme vyjadrit len parametricky. Nebude to také isté ako v rovine?
Vsak na odchylke smeroviych vektorov sa mi¢ nement, ¢i uZ su v priestore alebo v rovine.

U: Mas pravdu. Pre odchylku priamok v priestore tiez plati vzorec v ramceku.

Wp i |

e |ﬁl)Hﬁf1’

Pricom 4, a i, si smerové vektory priamok p a ¢. Spomenieme vSak pripad
. Ako je definovana odchylka mimobeznych priamok?

Z: Myslim, Ze sa jedna priamka rovnobezne posunie k druhej, aby s nou bola v jednej rovine
a potom sa pocita normdlne, ako v rovine.
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U: Toto tvoje vyjadrenie spresnim definiciou. Odchylkou mimobeznych priamok p a ¢ nazy-
vame odchylku priamok p a ¢/, pricom priamka ¢’ je rovnobezna s priamkou ¢ a navyse
priamky p a ¢’ lezia v jednej rovine.

Z: Povedali ste to ucenejsie ako ja.

U: Uvedomme si, ze ak budeme urcovat odchylku priamok pomocou ich smerovych vektorov,
problém s rovnobeznym postuvanim priamky ¢ odpada. Odchylka vektorov je definovana
aj pre pripad, ked nemaju spolo¢ny zaciatok, aj ked nelezia v jednej rovine.

Z: Vektory mozeme posuvat. Teda vhodne umiestnit.

U: Ano. Preto vztah na vipocet odchylky priamok plati aj pre mimobezné priamky.
Zhrnutie si pozri v ramceku.

Odchylka dvoch priamok danych parametricky

-y
e |ty ||

kde i, a i, st smerové vektory priamok p a ¢

Odchylka dvoch priamok v rovine danych vseobecnou rovnicou

=
%l
Si

4l
‘7

Cos p =

~
31

72|77

kde 77, a 1, s normalové vektory priamok p a ¢
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Priklad 1: Urcte odchylku priamok p a q, ktorych parametrické vyjadrenie je nasledovné:
prr=3+t,y=-2+1t 2=-2tt€R
qgr=4—s,y=52z=—-3+s;s€R.

N«

: Odchylku dvoch priamok zistim pomocou ich . Akt odchylku budi mat
smerové vektory, taka bude aj odchylka priamok.

U: Sthlasim. AZ na to, Ze odchylkou dvoch vektorov moze byt aj tupy uhol, odchylkou dvoch
priamok nie. Preto v nasledujiicom vzorci vystupuje absolitna hodnota a tento vzorec je
zapisany v ramceku.

’ﬁp ) ﬁq|
|||

coS @ =

: Odchylku priamok p a q oznacime ako ¢ a podla tohto vzorca ju lahko vypocitame.

C N

: Dobre. Potrebujeme najprv stradnice smerovych vektorov oboch priamok.

N«

. Suradnice smeroviych vektorov precitam z parametrickych rovnic. Su to cisla pri parametri
t, resp. s. Smerove vektory priamok p a q maju tieto suradnice:

u, = (1;1;,-2), u, =(—1;0;1).

: Vysvetlime si podrobnejsie uvedeny vzorec na vypocet odchylky.

c

. V citateli mame .V menovateli zase sucin velkosti oboch vektorov.

c N

: Pomenoval si to spravne. Difam, Ze to vie$ aj tak pekne vypocitat.

N«

i Skusim. Skaldrny sucin vektorov vypocitam tak, Ze vyndsobim ich prvé siuradnice, k tomu
pripocitam sucin ich druhych suradnic a k tomu este sucin ich tretich suradnic, teda

U-U= U1V1 + UgVg + U3V3.

U: Dobre. To je vSeobecny vzorec pre skalarny sucin vektorov @ a ¢. Pouzime ho pre nas

pripad.
Z: Zopakujem si siradnice smerovych vektorov
u, = (1;1; -2)
i, = (—1;0;1).

A pocitam skaldrny siucin:

Uy ily=1-(-1)+1-0+(-2)-1=-1-2= -3,

U: Vyborne. Skalarny stcin méame, podme na velkosti oboch vektorov.
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Z: Pouzijem vzorec, ktory plati pre vijpocet

|| = \/u? + u3 + ui.

Pre velkosti smerovijch vektorov priamok p a ¢ moZeme pisat:

i, = /12412 4+ (=2)% = /6,

iy = V(=12 + 02+ 12 = V2.
U: Stahlasim. Dame to vsetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre
odchylku.

: Pocitam:

N«

@0 |-3 _ 3

||| g V6-v2 V12

U: Navrhujem vysledok upravit, odmocninu ¢iastoéne odmocnit a nasledne ju odstranit z me-
novatela.

: V12 sa dd napisat ako V4 -3 = 2v/3. Potom zlomok rozsirim \/3:

3.3  3/3 V3
V12 2v/3  2-3 2
U: Zvladol si to vynikajico. Ak sa cosy = \/75, potom plati ¢ = 30°. Odchylka priamok p a ¢
je 30°.
Na zaver ti ponikam pohlad na cely vypocet, mas ho v ramdceku.

cos p =

N«

cos =

|ﬁp'ﬁq‘
ENTATTA
cosp — 1-(=1)+1-0+(=2)-1|
\/12 +12 + (_2)2 . \/(_1)2+02 +12
CoS p = |~ 3] :i
V6-v2 12
COS @ = 3 = 3 :3\/3*\/—5
V12 2v/3  2-3 2
© =30°

Uloha 1: Urcte odchylku priamok p a q, ktorych parametrické vyjadrenie je takéto:
prr=3—t,y=-5+4+2t;teR
qg:r=—-2+s,y=14+3s;seR.

Vysledok: 45°
Uloha 2: Urcte odchylku priamok p a q, ktoré si dan€ vseobecnymi rovnicamsi:

p:x—3=0
¢ V3 —y+5=0.
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Vysledok: 30°
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Priklad 2: Dané su priamky p: x =1+t, y=—-7—t;t € R, q: 4o — 3y + 18 = 0. Urcte ich

odchylku.

Z: Si to priamky v rovine. Odchylku priamok zistim pomocou ich

U: Pozor! Vsimni si rovnice oboch priamok.

Z: Priamka p je dand ... a priamka q . Zo vSeobecnej rovnice
priamo ziskam len suradnice , nie smeroveho.

U: To mas pravdu. Na vypocet odchylky dvoch priamok potrebujeme bud obidva smerové
alebo obidva normalové vektory priamok.

Z: Pamdtdm sa, Ze z normdlového vektora priamky sa nejako dal vyrobit smerovy vektor. . .

U: Ano. Smerovy vektor sa d4 umiestnif na priamku a normélovy vektor je na fiu kolmy.

Z: To znamend, e smerovy a normdlovy vektor priamky st navzdjom kolmé.

U: Ich je rovny nule. Preto stadi siradnice norméalového vektora vymenit,
v jednej zmenif znamienko a méme smerovy vektor danej priamky.

Z: Spominam si.

U: Urcéme si z rovnic priamok stiradnice prislusnych vektorov.

Z: 7 parametrickych rovnic priamky p uréim siradnice smerového vektora priamky p:

i, = (1;—-1).
Zo vSeobecnej rovnice priamky q urcim suradnice jej normdloveho vektora:

iy = (4;=3).
U: Vyrobime si smerovy vektor priamky g.

Z: Povedali ste, Ze staci vymenit siradnice a v jednej zmenit znamienko. TakZe smerovy vektor
priamky q ma suradnice:

U, = (3;4).
U: Vyborne. Odchylku priamok p a ¢ vypocitame podla vzorca:
cosp = M.
| [
Vysvetlime si ho podrobnejsie.
Z: V ditateli mdme absolitnu hodnotu .V menovateli zase sucin velkosti

oboch vektorov.
U: Pomenoval si to spravne. Dufam, Ze to vies aj tak pekne vypocitat.

Z: Skusim. Skaldrny sucin vektorov vypocitam tak, Ze vyndsobim ich prvé suradnice a k tomu
pripocitam sucin ich druhych suradnic, teda

U-U= ULV1 + UgV2.
U: Dobre. To je vSeobecny vzorec pre skalarny sucin vektorov « a ¢. Pouzime ho pre nas
pripad.
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N(

: Zvladol si to vynikajico. cos p =

. Zopakujem si suradnice smerovych vektorov

ﬁp = (13 _1)

i, = (3;4).

A pocitam skaldrny siucin:

17[)5(1:13_{’(_1)4:3—4:—1

: Vyborne. Skalarny st¢in mame, podme na velkosti oboch vektorov.

: PouZijem vzorec, ktory plati pre vypocet

@] = \/u? + u3.

Pre velkosti smerovijch vektorov priamok p a ¢ mdme:
@] = VI (12 = V2,
[t,| = V3% +4%2 = V25 =5.

: Sthlasim. Dame to vSetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre
odchylku.
: Pocitam: L ) )
Uy, - U —
cosgo:|j’ ﬁqlzl l_ 1
|y |17 V2.5 52
: Navrhujem vysledok upravit, odstranit odmocninu z menovatela.

. Zlomok rozsirim /2 a dostdvam:

1 V2
5/2 10

na urcenie pribliznej hodnoty ¢ musime uz siahnut

cos p =

Va
107
po kalkulacke.

: Dostavame p = 81°52". Odchyjlka priamok p a q je priblizne 81°52’.

: Na zaver ti pontikam pohlad na cely vypocet, mas ho v rdmdceku.

|ﬁp'ﬁq|
AT AIEA
cos = 11-3+(—1) -4
\/12 T (_1)2 X \/32 4 42
| — 1 1 V2
ERVCRNC N )
@ = 81°52
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Uloha 1: Dané si priamky p:x =1 —-3t, y=2+t;t € R, q:3x —y+7=0. Urcte ich
odchylku.

Vysledok: 90°
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Priklad 3: Napiste rovnicu priamky q, ktord prechadza bodom M](1;3] tak, Ze jej odchylka
s priamkou p : 4y — 5 = 0 je 45°.

U: Najprv si urobme o tlohe nejakt predstavu. Mame dany bod M a priamku p. Kolko
priamok ¢ s pozadovanou vlastnostou bude existovat?

Z: Pomozem si obrdzkom. Priamka q md prechddzat bodom M a zvierat s priamkou p uhol
45°. To budi dve také priamky. Obe som zakreslil do obrdzka.

M)(
L

/

U: Dobre, predstavu méame. Hladdme rovnicu priamky ¢. Aka rovnicu budeme hladat, para-
metrick alebo vseobecnu?

Z: Nakolko priamka p je dand vsSeobecnou rovnicou, difam, Ze sa ndm podari aj priamku q
vyjadrit vSeobecnou rovnicou.

U: Predpokladajme, Ze vSeobecné rovnica priamky ¢ bude mat tvar:
ar +by+c=0.

Pozndme odchylku priamok p a ¢q. Pomocou ¢oho vieme vypoditat odchylku dvoch pria-
mok?

Z: Ak su priamky dan€ vseobecnou rovnicou, odchylku dvoch priamok urcujeme ako odchylku
ich normalovych vektorov.

U: Sthlasim. Aké stradnice maji normélové vektory jednotlivych priamok?

Z: Normalovy vektor priamky p lahko precitam z jej vSeobecnej rovnice, su to koeficienty
stojace pri x a y. Vlastne x v rovnici nemame. . . preto prva suradnica bude 0:

n, = (0;4).

Suradnice normalového vektora priamky q ale nepozndm.

U: Nevieme ich vy¢islit, ale vieme povedat, Ze normalovy vektor priamky ¢ bude maf stiradnice
iy = (a;b),

kde a a b st zatial naSe nezname. Dobre. Ako ur¢ime odchylku normélovych vektorov?

Z: Zvycagne postupujeme podla vzorca na vypocet odchilky priamok:

%l
St

cos @ = Q|.

St

=

ol |74
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U: Vysvetlime si ho podrobnejsie.

. V citateli mdame . V menovateli zase sucin velkosti oboch vektorov.

C N

: Pomenoval si to spravne. Zac¢nime skalarnym stc¢inom.

N«

: Skalarny sucin vektorov vypocitame tak, Ze vyndsobim ich prvée suradnice a k tomu pripo-
citam sucin ich druhgych suradnic. Zopakujem si suradnice normdlovych vektorov

i = (0;4)

ny = (a;b).

A pocitam skaldrny siucin:
M- 1g=0-a+4-b=4b.

U: Vyborne. Skalarny stcin mame, podme na velkosti oboch vektorov.

Z: Opdt pouZijem vzorec, ktory plati pre vipocet

@] = \/u? + ul.

Pre normdlové vektory priamok p a ¢ moZeme pisat:
|7, = V02 + 42 = 4,

|7, = Va2 + b2.

U: Suhlasim. Dame to vSetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre
odchylku.

N«

: Dosadzujem:
|7y - 7g| _ |40]

|ﬁp||ﬁq| N 4-a?2+ b2

MozZem este zrusit absolutnu hodnotu a vykratit 4.

cos p =

U: Moment! Absolutnu hodnotu nemozes len tak zrusit! MoZno sa ti zdd, Ze vyraz 4b je
nezaporny, ale nie je to tak. Nevieme, aké znamienko bude mat nezndma b. MozZeme len 4
vybrat z absolttnej hodnoty a nésledne vykratit.

Z: Dobre. Dostdvam: o

Va2 4+ b2

CoS =

U: Vyborne. Odchylku priamok vsak pozname.
Z: Ano. Odchylka priamok p a q je 45°. Teda ¢ = 45°. To znamend, Ze

V2

cos p = cos45° = -

U: Po dosadeni dostavame rovnicu

V2 0]

2 VR
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c

C N C N

: Je to vsak jedna rovnica a dve nezndme. To bude mat nekonecne vela riesent.

: Ale to je v poriadku. Uvedom si, Ze nezndme a a b si suradnice normalového vektora

priamky ¢. Ako iste vies, priamka moze mat nekonecne vela normélovych vektorov.

. Ale vsetky su nasobkom jedného vektora.

: To vyuzijeme. MdZeme predpokladaf, Ze jeden z normélovych vektorov bude mat napr.

druht stradnicu b = 1. Neplatilo by to iba vtedy, ak by hladanéd priamka mala Specidlnu
polohu v stistave suradnic, bola by rovnobezné s osou y.

: Odkial viem, Ze to nie je tento pripad?
: M&S na to viacero moznosti. Napr. podla vSeobecnej rovnice priamky p: 4y — 5 = 0.
: Ta je v zadant.

: Uvedomis si, ze je to priamka rovnobezné s osou x, a preto priamka ¢, ktora s 1ou zviera

45° uhol, nemoze byt rovnobezna s osou y.

: To je fakt! No, ale keby to bola ind priamka?

: Potom este vies, ze tiloha méa dve riesenia. Preto, ak tymto spdsobom néjdes len jedno

rieSenie, d4 sa predpokladat, Ze druhé rieSenie — to bude prave priamka rovnobezné s osou
y. Vtedy staci sa vratit a zvolit si prva suradnicu a = 1.
Takze nech b = 1, dosadme tto hodnotu a dopocitajme a.

: Dobre. Dosadim b =1 a ziskavam rovnicu:

va_ 1l
2 Va?+12

Teraz uzZ naozaj mozem vynechat absolitnu hodnotu:

V2 1

7_\/a +1

: Odstranime zlomky.

Vyndsobim obe strany rovnice vyrazom 2v/a? + 1 a dostdvam:
V2va:+1=2.

Obe strany rovnice umocnim na druhi:

2(1 + a?) = 4.
: Dostal si . Podla oc¢akévani by mala mat dve riesenia. VyrieSme ju.
: Rozndsobim zdatvorku:
2+2a% =4,
vietky cleny ddm na lavi stranu
20> —2=10

a predelim dvogkou
a>—1=0.
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C N

!\_|<

Zatial spravne.

. Lavid stranu rozloZim na sucin:

(a+1)(a—1) = 0.

A hned mdm dve riesenia

ap=—1; ay=1.
: Vyborne. Podla ocakdvani méame dve rieSenia. Prva priamka ¢; mé& normélovy vektor
Ny, = (—1;1) a druhd priamka ¢, mé normalovy vektor 7, = (1;1). Potrebujeme uz

len vSeobecnu rovnicu tychto priamok. Za¢nime s priamkou ¢;. Jej normalovy vektor je
Mg = (—1;1), preto v8eobecna rovnica bude vyzerat takto:

—r+y+c=0.

Ostava koeficient c.

: Mame v8ak este dany bod M|1; 3], ktory patri priamke q.

Aha! Dosadim jeho suradnice do rovnice priamky a dopocitam c:

—14+3+c¢c=0.
Z toho mdm:
c=—2.
Vseobecnd rovnica priamky q, je:
—r+y—2=0.

: Dobre. Teraz to isté s priamku ¢».

: Normdlovy vektor priamky q» je 7y, = (1;1), preto vsSeobecnd rovnica bude vyzerat takto:

r+y+c=0.

Dosadim siuradnice bodu M a dopocitam c:

1+34+c¢=0.
Z toho madm:
c=—4.
Vseobecnd rovnica priamky qs je:
r+y—4=0.

Uloha 1: Napiste rovnicu priamky p, ktord prechddza bodom A[0; —9] tak, Ze jej odchylka

s priamkou q : 3x — 7 = 0 je 60°.

Vysledok: p; : V32 4+ 3y +27=0; po:—vV3x+3y+27=0
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Priklad 4: Urcte suradnicu pity kolmice vedenej z bodu A|—1;3] na priamku

C N

N«

q: 2x+3y—5=0.

. Urcit suradnicu pity kolmice? Narysovat by to bolo velmi jednoduché.

: O to sa aj oprieme. Budeme kopirovat postup konstrukcie. Ako by si postupoval kon-
strukcéne?
. Jednoducho. Narysujem kolmicu z bodu A na priamku q a nazvem ju napr. k. Kde sa

pretnu priamky k a q je pdta kolmice, nazvem ju napr. P.

: My budeme postupovat rovnako. Len namiesto rysovania budem pocitat. Povedal si, ze

narysujes kolmicu z bodu A na priamku ¢ a nazves ju k. My napiSeme rovnicu priamky
k, ktoré je kolma na priamku g a prechadza bodom A. Co plati o normalovych vektoroch
kolmych priamok?

: Ak su dve priamky kolme, tak aj ich normadlove vektory si na seba kolmé. Normdlovy vektor

priamky q pozndm:
ny = (2;3).

: Vyborne. Normalovy vektor priamky £ je nanho kolmy. Znamena to, ze ich skaladrny sucin

je rovny nule.

: Moment! To znamend, Ze staci iba prehodit poradie suradnic vektora i, a v jednej suradnici

zmenit znamienko. Normdlovy vektor priamky k bude mat napr. siradnice:

ﬁk — (3, —2)

: To si vyriesil Sikovne. KedZe normdlovy vektor priamky £ je 7y = (3;—2), vSeobecna

rovnica priamky k bude vyzerat takto:

3r—2y+c=0.

: Ostava koeficient c.
: Mame vSak este dany bod A[—1; 3], ktory patri priamke k.

: Aha! Dosadim jeho suradnice do rovnice priamky a dopocitam c:

—3—-6+c=0.
Z toho mam:
c=09.
Vseobecnd rovnica priamky k je:
3v—2y+9=0.

: Vyborne. Vratime sa k tvojmu postupu konstrukcie. Povedal si: ,,Kde sa pretna priamky

k a ¢ je péta kolmice, nazvem ju napr. P.“ Musime ur¢it priesecnik priamok £ a q.

: Urcit priesecnik dvoch priamok? To znamend vyriesit sustavu rovnic pozostavajicu z rovnic

oboch priamok.
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U: Ano, zostavime si stistavu z rovnic priamok ¢ a k:

20+3y—5=0
3z —2y+9=0.

Na vyrieSenie ststavy navrhujem pouzit s¢itaciu metddu.

Z: Dobre. Prvi rovnicu vyndsobim ¢islom 3 a druhi rovnicu vyndsobim cislom (—2). Potom
ich sc¢itam. Sledujte ramcek. Dostanem rovnicu

9y + 4y — 15 — 18 = 0.

Po uprave vyzerd takto:

13y = 33.
Z ¢oho dostavam
33
TS

20 +3y—5=0 /-3
3t —2y+9=0 /- (-2)
0y + 4y — 15 — 18 =0

13y = 33
33
Y= 13

U: Hodnotu y = % dosadim napr. do prvej rovnice:

33
2c+3-— —5=0.

13
Z: 7 toho mdm
34
20 = ——,
13
cize
17
T = 3

Bod P - priesecnik priamok q a k md siradnice P—1%; %3],

U: Ano. Pita kolmice vedenej z bodu A[—1;3] na priamku ¢ : 2z + 3y — 5 = 0 ma stradnice

P[5 13-

Uloha 1: Urcte siradnicu pdty kolmice vedenej z bodu A[3; —7] na priamku
p: 5z —6y+4=0.

Vysledok: P[—2; —1]
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Priklad 5: Dand je kocka ABCDEFGH s dlzkou hrany 4 cm. Urcte analytickou metddou

Z: Uf! To je normdlna uloha zo stereometrie. Nikde Ziadne suradnice, vektory ani rovnice.

U: Prave o to ide. Uloha sa d4 riesit klasicky, ale aj analytickou metédou. Analyticky sa

c N

cC N

N«

. Ziadne nemdme.

: Mdam kocku a ti st umiestnim v sustave suradnic. Samozrejme v trojrozmernej, ¢iZe v pries-

: Ano. To si zvolil sikovne. Dodam este, Ze spodna podstava kocky bude lezaf v stradnicovej

: Na obrazku mame zakreslené aj dané priamky BP o HF. Vidim, Ze su to mimobezky.

: Prave o tom som rozpraval. Riesit illohu analyticky je niekedy jednoduchsie. Netreba nam

: Pozor. Aby si sa zbyto¢ne neunavoval, ur¢ sturadnice len tych vrcholov, ktoré potrebujeme.

> e
odchylku priamok BP a HF', pricom bod P je stred hrany HG.

neriesia len tlohy, kde uz mame dané rovnice roviny a priamky. Prave naopak. Musime

dokéazat aj klasickii geometrick(i lohu preniest do sveta analytickej geometrie. Niekedy
zistime, Ze je to ovela jednoduchsi sposob riesenia.

: Znamend to, Ze rovnice priamky a roviny si budeme musiet urcéit sami.

: Samozrejme. Na to vSak potrebujeme poznat siradnice jednotlivych bodov.

: Tak si zavedieme stradnicovi ststavu. Podla moznosti tak, aby sa nam pocitalo ¢o naj-
jednoduchsie.

tore. Asi bude najjednoduchsie umiestnit vrchol D do zaciatku siustavy suradnic. Teda

DI0;0;0].

rovine zy. Hrana AD lezi na osi x a hrana C'D na osi y. VSetko je zakreslené aj na obrazku.

z
i \p ¢
E <)
' N
0 ".
D \ Cy
T A B

S uréenim ich odchylky by som sa urcite natrapil.

ani tak priestorovi predstavivost ako vedief narabat s rovnicami priamok. Vratme sa ale

ku kocke. Kocka méa hranu 4 cm. Zoberme ako jeden dielik na stiradnicovych osiach lcm.
Napr. bod F' méa stradnice

F4;4;4].

Dobre. Tak ja urcim suradnice ostatnych vrcholov kocky.
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: Mdme urcit odchylku priamok BP o HE. Potrebujem suradnice styroch bodov: B, P, H a
F. Bod F ste mi uz urcili. Z obrdzka je jasné, Ze bod B md suradnice

Bl[4;4;0].

Podobne bod H
HJ0;0;4].

No € N

: Ostéva este bod P. To nie je vrchol kocky.

: Mohol by som wrcit siuradnice vrcholu G a siuradnice bodu P pomocou suradnic stredu
usecky.

: Ano, to by bol spravny postup. Ale, ked sa pozries na obrazok, uvidis to aj bez pocitania.

: No jasné! Bod P je ,medzi“ bodmi H a G v takej istej vyske. Ma siuradnice

P[0;2;4].
: Vyborne. Tym sme tlohu previedli na analyticki. M6zeme sa pustit do urcenia odchylky
< e
priamok BP a HF'
: Mali by sme asi vytvorit rovnicu priamky BP a potom rovnicu priamky HF'.
: Nebude to potrebné. Pri urceni odchylky priamok si vystacime len s vektormi. Potrebujeme
<> e
BP a smerovy vektor priamky HF'.

: So smerovymi vektormi priamok by nemal byt problém. Pri kaZdej priamke mame predsa
suradnice dvoch jej roznych bodoch. TakzZe priamka BP je dand bodmi B|4;4;0] a P[0;2;4].
<>
Smerovym vektorom priamky BP bude vektor ii = P — B a bude mat siradnice

U=P—-B=(0-42—-4;4-0) = (—4; —2;4).

Priamka HF je dand bodmi H|0;0;4] a F[4;4;4]. Smerovym vektorom priamky HE bude
vektor v = F — H a bude mat suradnice

UV=F—H=(4-0;4-0;4—4) = (4;4;0).

: Vyborne. Odchylku priamok poc¢itame podla nasledujiceho vzorca:
@ -
COS()O = || = )
] |]

pricom u je smerovy vektor jednej priamky a ¢ smerovy vektor druhej priamky. Vysvetlime
si ho podrobnejsie.

: V citateli mdme . V menovateli zase sucin velkosti oboch vektorov.
: Pomenoval si to spravne. Dufam, Ze to vies aj tak pekne vypocitat.

. Skusim. Skaldrny sucin vektorov vypocitame tak, Ze vynasobim ich prvé suradnice a k tomu
pripocitam sucin ich druhych suradnic a nakoniec pripocitam sucin tretich suradnic, teda

—

U-U= U1V1 + UoVg + U3V3.
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U: Dobre. Mdzeme poditat.

Z: Zopakujem si suradnice smerovych vektorov
U= (—4;-2;4)
U= (4;4;0).
A pocitam skaldrny sicin:

U-v=—-4-4+(-2)-44+4-0=-16—-8+0= —24.
U: Vyborne. Skalarny stéin mame, podme na velkosti oboch vektorov.

Z: Opit pouzijem vzorec, ktory plati pre vypocet

|d| = \/u? + ud + ui.

, i > < o . )
Pre smerove vektory priamok BP a HF' moZeme pisat:

7] =+/(—4)2 + (—2)2 +42 = /16 + 4 + 16 = V/36 = 6,

0] =V42 + 42 + 02 = V16 + 16 = 4V/2.
U: Suhlasim. Dame to vSetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre
odchylku.

Z: Pocitam:
\17-17|_\—24]_ 24 1

o] 6-4v2  24v2 V2
U: Navrhujem vysledok upravit, odstranit odmocninu z menovatela.

Z: Zlomok rozsirim /2 a dostdvam:

CoS =

1 V2

COSYp = — = —.
U: Zvladol si to vynikajico. cos ¢ = \/75 Velkost uhla ¢ by si mal vediet pri takejto hodnote
urcit aj spaméti.

<> <>
Z: Hm. . .plati p = 45°. Odchylka priamok BP a HF' je 45°.

U: Na zaver ti pontikam pohlad na cely vypocet, mas ho v ramdeku.

|4 - 0]

COS Y = T575
||| 7]

|(—4)-4+(-2)-4+4-0

Cosp =
\/(_4)2+(_2)2+42\/42+42+02
| — 24| 24 1 V2

cos p = = = ==
6-4v2 242 V2 o 2

© = 45°
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Uloha 1: Dany je pravidelny stvorboky ihlan ABCDV s dizkou hrany |AB| = 4 a vjskou
v = 6. Oznacme K stred hrany AB a M stred hrany CV. Urcte analytickou metddou
< <
odchylku priamok KM a CV'.

Vysledok: cos ¢ = ﬁ%ﬂ; © = 69°45




