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Odchylka priamky a roviny
RNDr. Viera Vodickova

: Zopakujeme si ako je v stereometrii definovana odchylka priamky a roviny.

: Ak je priamka s rovinou rovnobeznd, tak ich odchylka je urcite 0°.
: Spravne. V tom je zahrnuty aj pripad priamky leZiacej v rovine. A teraz to fazsie, priamka

je s rovinou rdéznobezna. Nazvime si ich napr. priamka p a rovina «. Ako ur¢ime ich

odchylku?

: Priamku spustim kolmo na rovinu, a tak mi vznikne uhol . ..

: To je dost nepresne povedané. Ale mas v podstate pravdu. Najprv zostrojime kolmy priemet

priamky p do roviny «. Nazveme ho p'.

: To som myslel tym ,,priamku spustim kolmo na rovinu“.
: Este dodam, ze kolmy priemet priamky p je priesecnicou roviny « a roviny p, pricom rovina

o0 je kolmé na rovinu « a priamka p v nej lezi.

: No vidite, ja som to povedal len jednoduchsie!

: Odchylkou priamky p a roviny o potom nazyvame odchylku priamok p a p’. Celu situaciu

si mozes pozriet aj na obrazku. Odchylka priamky p a roviny « je vyznacena ako .

: Tak, a teraz sa mozeme venovat analytickému vyjadreniu. Akym sposobom mozeme vy-

jadrit priamku a akym rovinu?

: Priamka je v priestore, ostdva nam iba . Rovinu moZeme vyjadrit

alebo

. Iste vies, Ze parametrické rovnice roviny su v podstate tri, vystupuja v nich dva

a teda aj dva parametre. Naproti tomu vSeobecna rovnica roviny je len jedna
rovnica. Urcite uznas, ze sa s nou pracuje jednoduchsie. Ststredime sa preto len na rovinu
dant vSeobecnou rovnicou.

: Jasné. A v pripade, Ze by predsa bola rovina zadand parametricky, viem prepisat paramet-

rick€ rovnice tejto roviny na rovnicu vSeobecni. Vsak?

: Dobre. Nech je priamka p zadani parametricky. Co vSetko vieme uréif z parametrickej

rovnice priamky?

. Z parametrického vyjadrenia vieme urcit suradnice aspori jedného bodu priamky a siradnice

: Smerovy vektor priamky p oznac¢ime ,. Pripomeniem, Ze tento vektor méZzeme na priamku

umiestnit.
Rovina a nech je danéa vseobecnou rovnicou. Co vieme vy¢itat zo vseobecnej rovnice ro-
viny?
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: Stradnice . Oznacime ho 1,,. Je to vektor kolmy na rovinu.

: Vratime sa k obrazku. Vyznacime si na nom smerovy vektor priamky p a normalovy vektor
roviny «.
! S
«Q ﬁa .
I
Y

: Vidim, Ze ste vektory sikovne umiestnili do spolocného zaciatku. TieZ tam vidim vyznaceny
uhol w.

: Uhol w predstavuje na nasom obrazku odchylku vektorov u, a 7i,. NaznacCuje, Ze bude
suvisiet s odchylkou priamky p a roviny «, teda s uhlom .

: No...Zdd sa, ako keby tvorili spolu pravy uhol.

: Mas pravdu! Zdoévodnime si to. Vektor 71, je kolmy na rovinu «, teda aj na kazda priamku
tejto roviny.

: Cize je kolmy aj na priamku p'.

: Spravne.

: A... A tento pravy uhol je rozdeleny na dva uhly, uhol ¢ a uhol w.
: Preto plati:
v =90° — w.

: TakZe vypocitam odchylku vektorov U, a 7i,, to bude uhol w. A potom uZ len odcitam tito
velkost od 90° a mdam odchyjlku priamky p a roviny «. Celkom jednoduché.

c N

N«

: Vies ako sa vypocita ?
: Ak sa dobre pamdtdam, bol na to nejaky vzorec. A asi tam vystupoval kosinus uhla. . .

: Odchylku w vektorov i, a 7, vypocitame takto:

Up - Mg
COSW = ———.
||| 7]
: Jasné! Hore mdme vektorov a dole sucin ich velkosti.

: M4 to vsak jeden hacik.

: To som si mohol mysliet . ..

U: Odchylkou dvoch vektorov moze byt aj tupy uhol. Odchylkou priamky a roviny nie. Podla

predchéadzajicich ivah potrebujeme, aby uhol w bol ostry, pripadne pravy.

: Vyriesime to jednoducho. Ak odchylkou vektorov bude tupy uhol, zoberieme jeho susedny
uhol. Cize od 180° odc&itame velkost tupého uhla a mdme to.

: Uz to len trocha zjednodusime. Hodnota kosinusu susednych uhlov sa lisi len znamienkom.
Ich absolutne hodnoty st rovnaké. Preto staci do vzorca pre vypocet odchylky dvoch
vektorov pridaf len absolitnu hodnotu a vzorec bude vyzeraf tak, ako v tomto ramdceku.
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Z: Dobre. Podla tohto vzorca vypocitam velkost uhla w a potom ju odcitam od 90°.

U: Aj tu to trosku zjednodusime. Plati:
w=90° — ¢.

Co plati potom pre cosw?
Z: Mozem vyjadrit:
cosw = cos(90° — ).

U: Ano. Na zéklade vlastnosti goniometrickjch funkcii a by si mal vediet, Ze
plati:
cos(90° — ) = sin .

Z: Sikovné. Nebudem musiet nic¢ odcitavat. Nebudem pocitat cosw, ale rovno sin .

U: Ja uz len doplnim, Ze odchylku priamky p a roviny a vypocitame podla vzorca:

sin g = LYP : ﬁ”‘
7 Tl

kde i, je smerovy vektor priamky p a 77, normélovy vektor roviny o.
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Priklad 1: Urcte odchylku priamky p: x =5+t, y=14+3t, 2= -2t,t € R
a roviny o 2x —y+ 3z —4=0.

: Odchylku priamky a roviny zistim pomocou ich vektorov.

C N

: Presnejsie pomocou priamky a roviny.

N«

: Tak som to myslel. Odchylku priamky a roviny pocitame podla vzorca:

U: Nezabudni, Ze vo vzorci nevystupuje ,kosinus“ ale ,sinus“. Vektor 1, je smerovy vektor
priamky p a 77, je norméalovy vektor roviny «. Potrebujeme ich sturadnice.

Z: Suradnice vektora i, urcim z parametrického vyjadrenia priamky p. Budi to cisla stojace
pri parametri t, preto:
i, = (1;3; —2).
U: V poriadku.

Z: Suradnice normdalového vektora precitam zo vseobecnej rovnice roviny «. Siu to ¢isla stojace
prix, y a z. Preto:
Mo = (2;—1;3).

U: Vysvetlime si podrobnejsie uvedeny vzorec na vypocet odchylky.

Z: V citateli mame . V menovateli zase sucin velkosti oboch vektorov.

U: Pomenoval si to spravne. Dufam, Ze to vies aj tak pekne vypocitat.

Z: Zacnem skaldrnym sucinom vektorov i, a 1i,. Vypocitam ho tak, Ze vyndsobim ich prvé
suradnice, k tomu pripocitam sucin ich druhych suradnic a k tomu este sucin ich tretich
suradnic, teda

Uy Tog=1-24+3-(-1)+(-2)-3=2-3—-6=—T.
U: Vyborne. Skalarny stcin mame, podme na velkosti oboch vektorov.

Z: Pouzijem vzorec, ktory plati pre vypocet

|| = \/u? + ud + u3.

Pre nase vektory mozem pisat:

iyl = 12+ 32+ (=22 =1+ 9 +4 =14,

o) = /22 + (-1)24+ 2 =V4+1+9=114.
U: Sdhlasim. Dame to vsetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre

odchylku.

Z: Pocitam: S
L |y, - 70| | — 7] 7 1
sinp = = S ——

|Gp|l7a|  V14-v14 14 2
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U: Zvladol si to vynikajico. Ak sa sing = 3
roviny « je 30°.

Na zaver ti ponikam pohlad na cely vypocet, mas ho v ramdceku.

. o p'_‘a
SRR TN
sinp = 1 2+3( 1) + ( ) \
V124324 (—2)2. /22 )2 + 32
. -1 7 1
sin g = = — ==
YT A1 Jvid 14 2
p = 30°

, potom plati ¢ = 30°. Odchylka priamky p a

a roviny a: x +4y+2—1=0.
Vysledok: 45°

Vysledok: 74°12’

Uloha 1: Urcte odchylku priamky p: x =4 —2t, y=1—-2t, z=1,t € R

Uloha 2: Urcte odchylku priamky p: x =14+t, y=2—t, 2=t teR
arovinya: x=5—r—3s,y=19+r—3s, z=3+4r, r,s € R.
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Priklad 2: Urcte odchylku priamky p: v = —1 —t, y=—1+3t, 2 =t, t € R a suradnicovej

TOVINY TY.

Z: Suradnicovd rovina?

U: Stradnicova rovina zy je rovina urcena suradnicovymi osami a to osou x a osou y. Aky
mé tato rovina ?

Z: Normalovy vektor je na rovinu kolmy. Na rovinu xy je kolma os z, preto to bude vektor
v smere osi z. Najlepsie jednotkovy. Normdalovy vektor roviny xy je i = (0;0;1).

c

: Nakolko rovina prechddza zaciatkom sustavy suradnic, bodom O[0;0;0], jej vSeobecna
rovnica vyzera takto: z = 0.

. Celkom jednoducho, viak?

C N

: Dobre. Podme na vypocet odchylky.

N«

: Odchylku priamky a roviny zistim pomocou priamky a normdlového
vektora roviny. Ten sme prave urcili.

c

: Potrebujeme este smerovy vektor priamky ,.

N«

: Suradnice vektora i, urcim z parametrického vyjadrenia priamky p. Budi to cisla stojace
pri parametri t, preto:

u, = (—1;3;1).
U: Vektory uz mame. Stale si mi vSak nepovedal, ako urc¢ime odchylku priamky od roviny.

Z: Mdame na to predsa vzorec. Ak oznacime tuto odchylku o, plati:

St
3|

sin p =

=

||

c

: Vysvetlime si podrobnejsie uvedeny vzorec na vypocet odchylky.

. V citateli mame . V menovateli zase sucin velkosti oboch vektorov.

C N

: Podme pocitat.

N«

: Zacnem skaldrnym sucinom vektorov i, a ii. Vypocitam ho tak, Ze vyndsobim ich prvé
suradnice, k tomu pripocitam sucin ich druhgych suradnic a k tomu este sucin ich tretich
suradnic, teda

Uy, - n=—-1-0+3-04+1-1=1.

U: Vyborne. Skalarny stéin mame, vypocitajme velkosti oboch vektorov.

Z: PouzZijem vzorec, ktory plati pre vypocet

|| = \/u? + u3 + u3.

Pre nase vektory mozem pisat:

T = V(12 + 32 +12=v1+9+1= 11,
7 =vV02+02+12=V1=1.
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U: Stihlasim. Podotykam, Ze velkost vektora 7i si nemusel pocitat. Povedali sme uz, Ze je to
jednotkovy vektor.

N«

: To som ale hlupdk!
U: Také zlé to snad nebude.
Déme to vSetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre odchylku.

Z: Pocitam:
|, - 11| B 1] 1 Vi
C@ A viio1 Iro 1l

U: Vyborne. Uré¢me hodnotu ¢.

Z: Pouzijem kalkulacku a dostavam o = 17°32'. Odchyjlka priamky p a suradnicovej roviny vy
je 17°32".

Uloha 1: Urcte odchylku priamky p: © = 2+2t, y = —1—3t, z = 3+/3t, t € R a suradnicovej
TOVINY Yz .

Vysledok: 30°

Uloha 2: Urcte odchylku ost z od roviny p: 2x — 2y + z+ 11 = 0.
Vysledok: 19°28
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Priklad 3: Urcte vSeobecnii rovnicu roviny, ktora prechddza bodom A[T7;—5;3| a je kolmd na

priamkup: v =243t, y=>5t, 2 =7—-2t,t € R.

U: Navrhujem pre ndzornost zacaf s obrazkom. Nacrtneme si priamku p, bod A a rovinu

C N C N (-

N«

pozadovanych vlastnosti, nazvem ju napr. p.

* L

'31
3

Otéazkou je, ¢i moze obrazok vyzerat takto. Nepatri bod A ndhodou priamke p?

To wviem rijchlo zistit. Dosadim siradnice bodu A[7;—5;3] do parametrickych rovnic
priamky p a zistim, ¢i mu zodpovedd jedind hodnota parametra t:
7T=2+43t
—5=>5¢
3="7-2t.
Z kaZdej rovnice si vypocitam nezndamu t. Z prvej rovnice dostdvam: t = g Z druhej
rovnice mam: t = —1. Técka su rozne. Tretiu rovnicu uz ani nepocitam. Bod A nepatri
priamke p.
: Vyborne, tento problém méme za sebou. Nasou tilohou je napisaft roviny
0. Co k tomu potrebujeme?
: Potrebujem roviny a suradnice jedného bodu patriaceho rovine. Taky bod

poznadam, je to bod A.

: Normalovy vektor je vektor kolmy na rovinu. Pozrime sa na obrazok: ¢o ndm pomoze pri
hladani normélového vektora roviny o?

: Na obrdazku mame vyznaceny priamky p. Ten je umiestneny na priamke p.

: A ta je kolmé na rovinu p.

: Aha! CiZe aj vektor i, je kolmy na rovinu o.
: Preto moze byt jej norméalovym vektorom.

: To je fajn. Jeho suradnice lahko precitam z parametrickych rovnic priamky p, si to ¢isla

stojace pri parametri t. TakZe:
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U: Stradnice normélového vektora mozeme dosadit do vSeobecnej rovnice roviny, ktora potom
vyzera takto:
3r 45y —224+d=0.

: Ostdva ndam viypocitat koeficient d.

c N

: Na to pouzijeme bod A.

N«

: Dobre. Dosadim suradnice bodu A[7;—5;3] do vseobecnej rovnice roviny. Dostavam:
3-7+5-(=5)—2-3+d=0.

Odtial uz lahko vypocitam d:
21—-25—-6+d=0
—10+d=0
d = 10.

U: VsSeobecna rovnica roviny o je

3r+ 5y —22+10=0.

Uloha 1: Uréte vieobecni rovnicu roviny, ktord prechddza bodom B|7;—5;3| a je kolmd na
priamku q: x =1+4t, y=17—1t, 2 =29, t € R.

Vysledok: 4x —y — 33 =0
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Priklad 4: Urcte suradnice pity kolmice vedenej z bodu K[5; —7;2] na priamku

N C N c

c

prr=1—t,y=—-4+4+1t, 2=7+3t, t € R.

: Narysovat by to bolo lahké. Zostrojil by som kolmicu k na priamku p prechddzajicu bodom

K. Tam, kde sa pretne s priamkou p vznikne pdta kolmice, oznacim ju ako P. Vsetko som
nakreslil aj na obrdzok.

k

KL

~V

: V poriadku. My tato situaciu vyriesime analyticky.

: Asi viem aj ako. Najdem rovnicu kolmice k, a potom urcim prienik s priamkou p. Bude

v 0 ’ ’
ma cakat sustava rovnic.

: No...povedzme. Najdime teda rovnicu priamky k.

: To bude jednoduché. Priamka p je dand , preto pozndm jej

Ten je kolmy na priamku k, preto moze byt jej

: Tu vidim jeden problém. Priamka v priestore nemé vSeobecnii rovnicu a teda ani normalovy

vektor!

: Och! To som si neuvedomil!
: Priamka k je v priestore, musime preto najst jej parametrické vyjadrenie.

: Namiesto normdlového vektora potrebujem smerovy. Tak to si neviem predstavit, kde ho

zoberiem.

: VSetky tvoje predchadzajuce uvahy sa daju pouzit, len namiesto kolmice - priamky, zobe-

rieme kolmu rovinu, napr. o.

: To nie je zly ndpad! Aj v stereometrii sme casto namiesto kolmej priamky hladali kolmai

rovinu, bolo to jednoduchsie.

: Tvoj obrazok trochu poopravim. Zaroven na nom vyznacim smerovy vektor , priamky p.

Ten, ako si povedal, pozname.
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C N

N«

U

A teraz uz plati, Ze smerovy vektor priamky p je normdlovym vektorom roviny o.

: Ano. Néjdeme vSeobecnt rovnicu roviny p. Hladany bod P bude prienikom roviny o a

priamky p.

: Suradnice smeroveho vektora priamky p precitam z jej parametrického vyjadrenia, si to
cisla stojace pri parametri t. Preto:

u, =n=(—1;1;3).

: Predpokladdm, Ze 7 je normélovy vektor roviny o. Jeho stiradnice mdzeme dosadit do
vSeobecnej rovnice roviny, ktora potom vyzera takto:

—x+y+32+d=0.

. Ostdva ndm vypocitat koeficient d.

: Potrebujeme jeden bod roviny. Bude to bod K.

: Dosadim suradnice bodu K[5; —

Odtial uz lahko vypocitam d:

Vseobecnd rovnica roviny o je

: Alebo aj

7;2] do vseobecnej rovnice roviny. Dostdvam:

5+ (=7)+3-24+d=0.

—5—T+6+d=0
d=6.

—r+y+3z2+6=0.

r—y—3z—6=0.

Z: Tak rovinu mdme. Pitu kolmice, bod P, ziskame ako prienik priamky p a roviny o.
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uU:

N«

Maéame urcit priesecnik priamky p

r=1-—1
y=—-4+t
z2=743t

a roviny o
r—y—3z2—6=0.

Znamena to, ze vyrieSime sustavu tychto rovnic. Vyjadrenia pre z,y, 2 z parametrickych
rovnic priamky dosadime do rovnice roviny.

: Dosadzujem

(1—t)—(—441t)—3(7T+3t)—6=0.

: Ziskali sme jednu rovnicu s jednou neznamou t.

: T hravo vyriesim. Upravim najprv lavi stranu

1-t+4—-t-21-9t-6=0,

séitam ¢o sa da

—11t — 22 =0.
Z toho je jasnée, Ze
t=-2.
: Vyborne. Ako ziskame stradnice bodu P?
. Staci dosadit vypocitanid hodnotu t = —2 do parametrickych rovnic priamky p:

r=1-—(-2)=3
y=—-4+(-2)=-6
z2=T+3-(-2)=1.

Bod P mad suradnice P[3;—6;1].

: Ano. Pitou kolmice vedenej z bodu K na priamku p je bod P[3; —6; 1].

Uloha 1: Urcte suradnice pdty kolmice vedenej z bodu K|2;3;0] na priamku

prx=—-3-2t,y=—-12—-3t, 2=1+1t,t € R.

Vysledok: P[5;0; —3]
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Priklad 5: Je dand priamka p : v = 1+t, y = 2+at, z = —1 —t, t € R a rovina

C N

N C N

0: x+y—z+8=0. Urcte hodnotu realneho parametra a tak, aby
a) odchylka priamky p od roviny o bola 30°,

b) priamka p bola kolmd na rovinu o.

: To je uloha s parametrom!
: Toho sa predsa nemusis bat! Parameter si zatial jednoducho nevsimaj.
: Dobre. Zacnem s tulohou a). Chcem, aby odchylka priamky a roviny bola 30°.

: Ako ur¢ime odchylku priamky a roviny?

: Mdme na to vzorec. Ak oznacime tuto odchylku o, tak plati:
Uy -1
sin = —‘ L f)‘.
|| |77,
: Dodam len, ze 1, je pai,je 0.
: Sturadnice vektora i, urcim p. St to cisla stojace pri
parametrt t, preto:
i, = (1;a; —1).

Daifam, Ze to a je tam v poriadku.

: Samozrejme. Pokracujeme normalovym vektorom roviny o.
: Jeho suradnice precitam zo 0. Su to cisla stojace pri x, y a z.
Preto:
e = (1;1;-1).

: Vysvetlime si podrobnejsie vzorec na vypocet odchylky:

Uy -1

sinp = M.

|| |77,

. V citateli mame . V menovateli zase sucin velkosti oboch vektorov.

: Pomenoval si to spravne. Podme pocitat.

N«

: Zacnem skaldrnym sucinom vektorov U, a 7,. Vypocitam ho tak, Ze vyndsobim ich prvé

suradnice, k tomu pripocitam sucin ich druhgych suradnic a k tomu este sucin ich tretich
suradnic, teda

Uy -My=1-14+a-14+(-1)-(-1)=14a+1=2+a.

: Vyborne. Vidis, ide ti to aj s parametrom. Skalarny st¢in méame, podme na velkosti oboch

vektorov.
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Z: Pouzijem vzorec, ktory plati pre vijpocet

|| = \/u? + u3 + ui.

Pre nase vektory mozem pisat:

] = V12 +a® + (-1)2 = V2 + @,

7| = V12 + 124 (-1)2 = V3.
U: Suhlasim. Dame to vSetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre
odchylku.

: Pocitam:

N«

|ty - Tl| |2+ q

|ﬁp||ﬁg| - V24 a?- \/§

sin p =

Co viak dalej?

U: Pozname predsa hodnotu uhla ¢ = 30°. Vieme, ze

1
sin ¢ = sin 30° = 3

Z: Potom plati:
12 + al

U: Ano. Dostali sme jednu rovnicu s nezndmou a.

DO | —

Z: Ostdva mi ju len vyriesit. Zacnem s tym, Ze obidve strany rovnice umocnim na druhi, aby

som odstranil odmocniny:
24+a? 1
(2+a2)-3 4
Teraz odstranim zlomky:
42 4+ al* = 3(2 + a?).
U: Ide ti to dobre. Roznasobime zatvorky.

Z: OK.
4(4 + 4a + a®) = 6 + 3a*.

Co je:
16 + 16a + 4a® = 6 + 3a’.

U: Po dprave mame

a4+ 16a + 10 = 0.
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Z: Vyriesim ju pomocou . Takze:
D=16—4-1-10 =256 — 40 = 216.
Odmocnina z diskriminantu je rovnd
VD = /216 = 2v/54 = 6V6.
U: Dobre. Aké st korene kvadratickej rovnice?
Z: Korene si Ti9...
U: Moment, nezndma je a.
Z: Aha! Teda /e
—16 £ 6v6
a2 = T = —8:i:3\/6

U: Spravne. Odchylka priamky p od roviny p bude 30°, ak hodnota parametra a bude

—8 + 3v/6 alebo —8 — 31/6.

Ostala nam uloha b).
Z: To u? teraz bude jednoduché. Mozem vyuZit uz odvodeny vatah:

sin p = |2 + a|
V2+a2-/3
Ak je priamka kolmd na rovinu, tak ich odchylka je 90°. Plati: sin90° = 1. Dosadim a
mam:
1 — 12 + al
V2+a2-V/3

Co je opdt kvadratickd rovnica, tak ju vyriesim.
U: No. . .suhlasim.
Z: Umocnim obe strany rovnice na druhi a zdroveri odstrdnim zlomky. Dostdvam:

3(2+a?) =2 +al.
A po dprave mam kvadraticki rovnicu:
a’*—2a+1=0.

U: T4 vyzerad celkom krajsie.
Z: To je pravda. RozloZim lavi stranu na sicin a mdm:

(a—1)*=0.

Odtial je jasné, ze a = 1.
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U: Ulohu si vyriesil spravne. Avsak ukazem ti aj iny postup. Ak je priamka kolmé na ro-
vinu, tak smerovy vektor priamky a norméalovy vektor roviny sa daji umiestnif na jednu
priamku. To znamend, Ze vektor 7, musi byt ndsobkom vektora i,. Pozrieme sa este raz

na suradnice tychto vektorov:
ﬁp - (17 a; _1))

i, = (1;1; —1).

Z: Jasné! Hned vidno, e to musi byt ten isty vektor a teda a = 1.
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Priklad 6: Urcte kolmy priemet priamky p: x =2 —t, y =4+ 2t, z = —4t, t € R do roviny

N«

urcenej rovnicou o : x — 2z + 5 =0.

. Kolmy priemet priamky. .. To znamend, Ze ,priamku p spustim kolmo na rovinu o,

: Presnejsie povedané, kolmy priemet priamky p je priese¢nicou roviny « a roviny o, ktora

je kolma na rovinu « a priamka p v nej lezi.

: Asi bude lepsie, ked si to aj nacrtnem. Na obrdzku bude rovina o, priamka p a jej kolmsy

priemet p'. TieZ vyznacim normdlovy vektor roviny o a smerovy vektor priamky p.

D

=3 7

N4

: Priamka p’ vznikne ako prienik rovin « a p. Potrebujeme rovnicu roviny p.

: To znamend ndjst jej normdlovy vektor. Veru netusim odkial ho zoberiem.

: Len sa pozri na obrazok. Normalovy vektor tam neuvidis, ale urcite tam najdes dva smerové

vektory roviny p.

s Jasné! Jednym bude smerovy vektor priamky p a druhym. .. Predsa normalovy vektor roviny

Q.

: Vyborne. Norméalovy vektor roviny ¢ ur¢ime ako tychto dvoch vektorov.

: Urcim si nagprv suradnice prislusnyjch vektorov. Siuradnice vektora i, urcim z parametric-

kého vyjadrenia priamky p. Su to cisla stojace pri parametri t, preto:

i, = (—1;2; —4).

: Suhlasim. Pokracujme normalovym vektorom roviny o.

. Jeho suradnice precitam zo vSeobecnej rovnice roviny «. Su to cisla stojace pri x, y a z.

Preto:
Mo = (1;0; —2).

: Vyborne. Ur¢ime vektor 71, ako vektorovy sucin vektorov u, a 7.

i Zapisem si ich suradnice do zdkrytov pod seba, prvy riadok budi siuradnice vektora i,

teda —1, 2 a —4, pridam este raz prvi a druht suradnicu. V druhom riadku urobim to iste
s vektorom 1, budi to ¢isla 1,0 a —2 a este 1 a 0.

-1 2-4-1 2
1 0-2 1 0

A teraz pocitam. Prvd suradnica: 2 - (—2) — (—4) -0 = —4.
Druhd siuradnica: —4 -1 — (—1) - (=2) = =4 — 2 = —6.

A nakoniec tretia suradnica: —1-0—2-1= —2.
Normalovy vektor roviny o0 md suradnice

—

My = Uy X Ty = (—4; —6; —2).
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U: Pre lahsie pocitanie navrhujem zobrat ako normalovy vektor roviny ¢ (—2)-nasobok tohto
vektora. Cize:
n, = (2;3;1).

Vseobecna rovnica roviny o vyzera takto:

2r+3y+2z+d=0.
Z: Ostava ndm dopocitat d. Potrebujeme jeden bod roviny. Hm. ..

U: Poradim ti. Z parametrického vyjadrenia priamky p vieme vy¢itat aj suradnice jedného jej
bodu.

Z: To dno. Oznacim ho napr. ako P. Ale ako ndm to pomoze? ... aha! Priamka p predsa lezi
v rovine o, preto aj bod P patri tejto rovine. Jeho siuradnice si P|2;4;0].

U: Vyborne. Dosadime ich do vSeobecnej rovnice:
2:243:44+1-0+d=0

a dopocitame d.

Z: Po jednoduchej uprave dostavam: d = —16. Vseobecnd rovnica roviny o je:

20 +3y+ 2z —16 = 0.

U: Sthlasim. Kolmy priemet, priamku p’, ziskame ako prienik rovin « a o.

Z: Tu su vyjadrenia oboch rovin:

a: x—2z4+5=0
0: 2x+3y+2—16=0.

Je to sustava dvoch rovnic. . .
U: Na urcenie parametrického vyjadrenia priamky p’ ndm stacia dva jej body. Znamena to, ze
musime néjst dva body, ktorych stradnice vyhovuju tejto sustave. Oznacme si ich napr.
A a B. Stradnice bodu A ziskame tak, ze si v modrej ststave zvolime napr. x = 0.

Z: Pre x = 0 sustava vyzera takto:
—2245=0

3y+z—16=0.

Z prvej rovnice mam: z = g Po dosadent do druhej rovnice plati:

)
3 ——16 =0.
yt+y

Odtial y = §. Bod A md suradnice A[0;2;2].

U: V poriadku. Pre bod B si zvolme v modrej stistave napr. z = 0. Ststava potom vyzera

takto:
z+5=0

2z 4+ 3y — 16 = 0.




VoAgI)-6 | [List 19

Z: 7 prvej rovnice mam: x = —5. Po dosadeni do druhej rovnice dostdvam:
—10+43y — 16 = 0.

Odtial y = 2. Bod B md siradnice B[—5;2;0].
U: No a konecne sme vo findle. Potrebujeme este smerovy vektor priamky p’. MdzZe to byt
vektor & = B — A. M4 sturadnice:

25 5
U= (—bH;—;—=).
i=(=5%5 )
Z: OK. Priamka p' md parametrické vyjadrenie:
xr = —5ot
9 . 25t
Y726
5 5
=—-—=t, teR.
Z 5 b €

U: Vyborne. Uz len poznamenam, zZe je to len jedno z moznych parametrickych vyjadreni
priamky, nakolko ich mé nekonecne vela.

Uloha 1: Urcte kolmy priemet priamkyp: x =1—t, y=2+2t, z=4+3t, t € R do roviny
urcenej rovnicou o : 2x + 3y —z—6 =0.

Vysledok: napr.
r=—14 16t
y=6— 25
z=10—43t, teR




