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Odchylka dvoch rovin
RNDr. Viera Vodickova

U: Najprv by sme si mali ujasnit, ¢o je to odchylka dvoch rovin. Potom budeme riesit tlohu,
ako urc¢it tuto odchylku z analytického vyjadrenia rovin.

Z: Odchylka rovin? To je predsa ich uhol!

U: Musime si zopakovat ako je v stereometrii definovand odchylka dvoch rovin. Zac¢neme
s pripadom rovnobeznych rovin. Aké je ich odchylka?

Z: Rovnobeiné roviny maji odchylku 0°.

U: Spravne. A teraz roviny roznobezné. Ak si dve roviny rdéznobezné, ich prienikom je ...

Z: Priamka! To je jasné.

: Ano. Odchglku dvoch réznobeznjch rovin o a 3 definujeme ako paq,
pricom priamka p lezi v rovine «, priamka ¢ v rovine 3 a zaroven su priamky p a ¢ kolmé
na priesecnicu rovin « a (. Cela situacia je znazornena na obrazku. Odchylka rovin je
vyznacena ako .

p
«
Z: Hm... Znamend to, Ze v kaZdej rovine ndjdem jednu priamku kolmi na ich priesecnicu.
A namiesto uhla rovin pocitam uhol tiychto dvoch priamok.
U: V podstate si to vystihol.
U: Tak, a teraz sa modzeme venovat analytickému vyjadreniu rovin. Akym spdsobom mozeme
vyjadrit rovinu?
Z: Rovinu mozeme vyjadrit alebo
U: Iste vies, ze parametrické rovnice roviny st v podstate tri, vystupuju v nich dva
a teda aj dva parametre. Naproti tomu vSeobecna rovnica roviny je len jedna rov-
nica. Urcite uznas, ze sa s nou pracuje jednoduchsie. Ststredime sa preto len na roviny dané
vSeobecnou rovnicou. V pripade, ze by predsa bola niektora rovina zadana parametricky,
mal by si vedief prepisat parametrické rovnice tejto roviny na rovnicu vSeobecni.
Z: Sndd by som to zvlddol.
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U: Majme dve roviny o a 3 dané vSeobecnymi rovnicami:
a:axr+by+cz+d =0,

3 Do + bgy + Ccoz + dQ = 0,

kde aq, by, cq1,dy,as, b, co,ds st realne cisla, pricom aspon jedno z cisel aq, by, c; je rézne
od nuly a aspoii jedno z &isel as, by, co je r6zne od nuly. Co vieme zo vSeobecnych rovnic
vyCitat?

Z: Zo vseobecnej rovnice roviny vieme urcit . Normalovy vektor roviny
je vektor kolmy na rovinu.

U: Spravne. Ozna¢me normélové vektory rovin ako 7, a 7i3. Aké budt mat stradnice?
Z: Suradnice normdlového vektora su cisla stojace pri x,y, z, a preto

—

Ng = (@1;51;01),

Mg = (ag; be; ¢2).

U: Vratime sa k obrazku. Naznacime si na riom normalové vektory 7i, a 7ig.

Na zaklade obrazka tvrdim, Ze odchylka rovin a a 3 je zhodna s odchylkou normalovych
vektorov 7i, a 7ig.

Z: No, moment! To si musim premysliet.

U: V poriadku. VSimni si na obrazku Stvoruholnik PAX B. Pozrieme sa na jeho vnutorné
uhly.

Z: Nakolko normdlovy vektor roviny a je kolmy na rovinu «, tak je kolmy aj na kaZdi priamku
tejto roviny. CiZe je kolmy aj na priamku p. Uhol pri vrchole A v stvoruholniku PAX B je
pravy.

U: Vyborné tvaha. Zrejme aj uhol pri vrchole B je pravy. Ak& bude velkost uhla pri vrchole
P?

Z: Pri vrchole P? Hm. .. Vedla je uhol . Mohlo by to byt 180° — .

U: Ano. Uhol ¢ je susedny uhol k vnttornému uhlu pri vrchole P, preto sa jeho velkost

rovnd 180° — . Teraz si spomenieme, aky je stucet velkosti vSetkych vnutornych uhlov
v Tubovolnom konvexnom $tvoruholniku.
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. V Stvoruholniku je sucet velkosti vietkych vnutornych uhlov 360°. Je to tak ako vo $tvorci.

: Po¢itajme spolu. Velkost vntutorného uhla pri vrchole X, teda uhla <<BX A sa rovné:
|<<BXA| =360° —90° — 90° — (180° — ¢).

Z toho uz vyplyva, ze
|<<BXA| = .
: Naozaj! Na obrazku je uhol <BXA aj uhlom normalovych vektorov 1, a 1ig.

: Ano. Odchylka tychto dvoch rovin je taka ista ako odchylka ich normalovych vektorov.

N« C N

c

: Vies, ako sa vypocita ?
: Je na to nejaky vzorec. A asi tam vystupuje kosinus uhla. . .

: Odchylku ¢ dvoch vektorov @ a ¥ vypocitame podla vzorca:

u-v
Cosp = ——.
|| V]
. Jasné! Hore mdme vektorov a dole sucin ich velkosti.

: Odchylku rovin « a (8 uré¢ime ako odchylku ich normalovych vektorov, preto plati:
Mo - 1
o l|7ig]

na””ﬁ

CoS =

M3 to vSak jeden hacik.
: To som si mohol mysliet, Ze to nebude také jednoduché.
: Odchylkou dvoch vektorov moze byt aj tupy uhol. Odchylkou rovin nie.

: Vyriesime to jednoducho. Ak odchyjlkou vektorov bude tupy uhol, zoberieme jeho susedny
uhol. CiZe od 180° odcitame velkost tupého uhla a mdme pozadovani odchylku rovin.

: Uz to len trocha zjednodusime. Odchylku poc¢itame pomocou kosinusu uhla. Pre hodnoty
kosinusu susednych uhlov plati:
cos p = — cos(180° — o).
: Kosinus susednych uhlov sa lisi len znamienkom.

: Ano. Navyse plati:
| cos | = | cos(180° — ¢)|.

Preto sta¢i do vzorca pre vypocet odchylky dvoch vektorov len pridat absolitnu hodnotu:
Mo - T3

|7l [72]

cos p =

: Jasné. Hodnota kosinusu tupého uhla je zdpornd, a preto ju urobime kladnou pomocou
absolutnej hodnoty.

: V8imni si, ze vyraz v menovateli je stale kladny.
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Z: Ano. Si tam velkosti vektorov, a to su kladné ¢isla.
U: Absolutna hodnota nemé pre menovatel vyznam. Preto staci absolitnu hodnotu pridat
len do citatela. Vzorec pre vypocet odchylky rovin o a (3 je:

Cos Y = [7ie, - ]
NN

Odchylka dvoch rovin

|ﬁa 'ﬁﬁ‘
COSspp = ——m
7 iiallfig)’

kde 77, a 7g st normalové vektory rovin a a 3
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Priklad 1: Urcte odchylku rovin o a (3, pricom:
arr+y+2z—-5=0,
B:x—2y—z+3=0.

Z: Odchylku dvoch rovin zistim pomocou ich . Aku odchylku budi mat
normadalove vektory, takd bude aj odchylka rovin.

U: Sthlasim. AZ na to, Ze odchylkou dvoch vektorov moze byt aj tupy uhol, odchylkou dvoch
rovin nie. Preto v nasledujiicom vzorci vystupuje absolttna hodnota:

cos p = M

|7al|Tg|

Z: Odchylka rovin o a B je oznacend ako ¢ a podla tohto vzorca ju lahko vypoclitame. 7, a
Nz su normdlove vektory rovin o a 3.

U: Dobre. Potrebujeme najprv stiradnice norméalovych vektorov oboch rovin.

N<

Sturadnice normdalovych vektorov lahko precitam zo vseobecnyjch rovnic rovin. Si to ¢isla
stojace pri x, y a z. Normdalovée vektory rovin o a 3 maju suradnice:

: Vysvetlime si podrobnejsie uvedeny vzorec na vypocet odchylky.

c

V citateli mame . V menovateli zase sucin velkosti oboch vektorov.

: Pomenoval si to spravne. Dufam, Ze to vies aj tak pekne vypocitat.

NS N

Skusim. Skaldrny sucin vektorov vypocitam tak, Ze vyndsobim ich prvé suradnice, k tomu
pripocitam sucin ich druhych suradnic a k tomu este sucin ich tretich suradnic, teda

U-U= U1V1 + UV + U3V3.
U: Dobre. To je vseobecny vzorec pre skalarny sucin vektorov @ a v. Pouzime ho pre nas
pripad.

Z: Zopakujem si suradnice normdlovych vektorov
Mo = (1;1;2), 7ig=(1;—2;—1).
A pocitam skaldrny siucin:

Fooilg=1-141-(=2)42-(-1)=1-2-2=-3.

U: Vyborne. Skalarny stcin méame, podme na velkosti oboch vektorov.

N«

: Opit pouzijem vzorec, ktory plati pre vypocet

|d@| = \/u? + u3 + u3.

Pre normdlové vektory rovin o« a 3 mozZeme pisat:
7| =V12 + 12 422 = /6,
75| =v/12 + (=2)2 + (-1)% = V6.
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U: Sdhlasim. Dame to vsetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre
odchylku.

Z: Pocitam: o
i iigl | =3

3
Ccos Y = =_—=

1
fiallls] — V6-v6 6 2
U: Zvladol si to vynikajico. Ak sa cosp = %, potom plati ¢ = 60°. Odchylka rovin o a (3 je
60°.
Na zaver ti ponikam pohlad na cely vypocet, mas ho v ramdceku.

|ﬁa'ﬁﬁ|
T il
cos p — 1-1+1-(=2)+2-(-1)]
V12412422 /12 + (=2)2 + (—1)2
Cos p = [ — 3] :§:1
V6-v6 6 2
» = 60°

Uloha 1: Urcte odchylku rovin v a (3, pricom:
a:3r—4y+2—-6=0,
G:2r4+y—22+1=0.

Vysledok: 90°
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Priklad 2: Urcte odchylku rovin o a (3, pricom:
a:3xr+5=0,
G:x=3+r—2s,y=2—r+2s, z=—-1—4r, r,s e R.

Z: Odchyjlku dvoch rovin zistim pomocou ich
U: To je pravda. VSimni si vSak rovnice oboch rovin.
Z: Rovina o je dand ...a rovina (3 . Uz viem! To budem
musiet z parametrickych rovnic roviny 3 vyrobit rovnicu vseobecni. Odstrdnit parametre. . .
U: Moment! Naco ti bude vSeobecné rovnica roviny 37
Z: No predsa, aby som z nej mohol vycitat normdlovy vektor!
U: To znamena, Ze nepotrebujes vSeobecnu rovnicu, ale len normalovy vektor roviny J3.
Z: Hm. .. To je pravda. Takze, ako wrcim normdlovy vektor roviny 32
U: Rovina [ je dana parametricky. Z parametrického vyjadrenia vieme zistit stradnice. . .
zZ: ... roviny. Su to c¢isla pri parametri r, resp. pri s. Smerové vektory
roviny 3 maji suradnice:
U= (1;—1;—-4),
U= (-2;2;0).
Difam, Ze ten druhy vektor mam spravne. Myslim ti tretiu suradnicu.
U: Ale samozrejme! V tretej parametrickej rovnici z = —1 — 4r nevystupuje parameter s.

Znamena to, ze by mohla vyzerat aj takto: = = —1 — 4r + 0s. Preto tretia stradnica
vektora U je nula.

Z: Teraz si potrebujem spomenit ako zo smerovijch vektorov vyrobim normdlovy vektor roviny.
Smerové vektory roviny sa daji umiestnit do roviny, normdlovy je na rovinu kolmy.

U: Spravne. Normalovy vektor roviny je kolmy nielen na rovinu, ale aj na oba smerové vektory
roviny. Hladdme vektor, kolmy na dva smerové vektory. Na to ndm sluzi

Z: Ano, uz si spominam. Idem pocitat vektorovy sicin vektorov @ x . Zapisem si ich suradnice
do zakrytov pod seba, prvy riadok budi suradnice vektora u, teda 1, —1 a —4, pridam este
raz prvd a druhi suradnicu. Pripisem 1 a —1. V druhom riadku urobim to iste s vektorom
U, budi to ¢isla —2, 2 a 0 a este —2 a 2.

1-1-4 1-1
-2 2 0-2 2
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Z: A teraz pocitam. Prud siradnica vysledného vektora je:
-1-0—-(—4)-2=0+8=38.

Druhd suradnica:
—4-(-2)—1-0=8+0=38.

A nakoniec tretia suradnica:
1-2—(-1)-(-2)=2-2=0.

Vektorovy sicin @ X ¥ md suradnice (8;8;0).
U: Vyborne. Vektorovy stacin @ x ¢ je jednym z norméalovych vektorov roviny. Preto moézeme
pisat:
g =1uxU=(8;8;0).
Vieme, Ze rovina mé nekonecne vela normalovych vektorov. Kazdy nenulovy néasobok tohto
vektora bude tiez normalovym vektorom roviny.

N«

: A, uz viem, kam smerujete. Chcete zmensit siuradnice normdalového vektora. Stuhlasim. Ako
normdalovy vektor roviny (3 zoberme vektor

ng = (1;1;0).
U: Normélovy vektor roviny § by sme uz mali. Ostala nam té lahSia ¢ast, uréit norméalovy

vektor roviny .

Z: To bude hracka! Normdlovy vektor roviny o precitam z jej vieobecnej rovnice 3z + 5 = 0.
Sturadnice normdlového vektora siu ¢isla stojace pri x, y a z. Uf! Ale mame tu len x!

U: Ale, ale! To predsa nevadi. Ur¢ite vies stradnice urcit.

Z: Madte pravdu. Volajako ma to na chvilu poplietlo. Suradnice normdlového vektora roviny «
St
Mo = (3;0;0).

Druhd a tretia suradnica je nulovd, pretoZe v rovnici nevystupuje y ani z.

U: Zvladol si to dobre. Odchylku rovin « a (§ vypocitame podla nasledujiceho vzorca:

_ |ﬁa i ﬁ,@|
TR
Vysvetlime si ho podrobnejsie.

. V éGitateli mame . V menovateli zase sucin velkosti oboch vektorov.

C N

: Pomenoval si to spravne. Dufam, Ze to vies aj tak pekne vypocitat.

N«

: Skusim. Skaldrny sucin vektorov vypocitame tak, Ze vyndsobim ich prvé suradnice, k tomu
pripocitam sucin ich druhych suradnic a nakoniec sucin ich tretich suradnic, teda

U= U1V1 + UV + U3V3.

gy
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U: Dobre. To je vSeobecny vzorec pre skalarny sucin vektorov « a ¢. Pouzime ho pre nas
pripad.

Z: Zopakujem si siradnice normdlovyjch vektorov
Mo = (1;1;0)
ng = (3;0;0).
A pocitam skaldrny siucin:
Mo - Tg=1-34+1-040-0=3.
U: Vyborne. Skalarny stéin mame, podme na velkosti oboch vektorov.

Z: Opit pouzijem vzorec, ktory plati pre vipocet

|d| = \/u? + u3 + u3.

Pre normdlové vektory rovin « a 3 moZeme pisat:
7| =V12 412402 = /2,
=32+ 02+02=+9=3.

U: Stdhlasim. Dame to vsetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre
odchylku.

Z: Poéitam:

g

o 71 3 1
cosp = e ol _ Bl _ 1

falliisl — v2-3 V2

U: Navrhujem vysledntt hodnotu upravit, t. j. odstranit odmocninu z menovatela.

Z: Dobre. Vyndsobim citatela aj menovatela zlomku vijrazom +/2:

1 V2

COSY = —= = —.

22

U: Ak sa cosp = \/75, potom plati ¢ = 45°. Odchylka rovin v a § je 45°.
Na zaver ti pontikam pohlad na cely vypocet, mas ho v ramdceku.

cos p — 0o 13|
|7ia [ 75]
o 11:341-0+0-0
VAR VR R
COS = |3| = 1 _\/5
TTVI3 VR 2
© = 45°
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Uloha 1: Urcte odchylku rovin ¢ a o, priéom:
0:3y+8=0,
o:x=5—r—3s,y=16+r—3s, z=3+4r, r,s € R.

Vysledok: 48°11’
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Priklad 3: Dand je kocka ABCDEFGH s dlzkou hrany 4 cm. Urcte analyticky odchylku
— N e
rovin ABC' a KBL, pricom bod K je stred hrany CD a bod L stred hrany CG.

Z: Uf! To je normdina tiloha zo stereometrie.

U: Samozrejme. Uloha sa da riesit aj klasicky. Nacrtnime si kocku a v nej dané roviny. Urobime
si aspon predstavu o situdcii.

H G
E |
| L
P e
A B

~ , . , . . —> 3 —>

Z: Mame tam vyznacené dve roviny, rovinu ABC' zelenou a rovinu K BL modrou farbou.
Mdme urcit ich odchylku. Hm. .. To by som potreboval nejaki kolmi rovinu na ich prie-
seénicu. .. Neviem si to teraz rijchlo predstavit.

U: To nevadi. My ideme riesit lohu analytickou metédou. Znamené to, Ze si nemusime ni¢
predstavovat a ani hladaf kolmu rovinu. Potrebujeme len preniest tuto tlohu do sveta
analytickej geometrie.

Z: Ale ako? Nikde Ziadne siradnice, vektory ani rovnice.
U

: Tak si ich vyrobime sami.

: Aha. Chcete povedat, Ze si sami vytvorime rovnice oboch rovin?

yA
U: Presne tak. Na to vSak potrebujeme poznat siradnice jednotlivych bodov.
Z: Ziadne nemdme.

U

: Zavedieme si . Podla mozZnosti tak, aby sa ndm pocitalo ¢o najjedno-
duchsie.

Z: Mam kocku a ti si umiestnim v sustave suradnic. Samozrejme v trojrozmernej, ¢iZe v pries-
tore. Asi bude najjednoduchsie umiestnit vrchol D do zaciatku sustavy suradnic. Teda
D[0;0;0].

U: Ano. To si zvolil §ikovne. Dodam este, Ze spodné podstava kocky bude lezaf v stiradnicovej
rovine xy. Hrana AD lezi na osi x a hrana C'D na osi y.

Z: Aha, a hrana DH na osi z.

U: Vsetko je zakreslené aj na obrazku.
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z
H G
E
F-L
O
D Cy
T /A B

C N

N«

: Kocka mé hranu 4 cm. Zoberme ako jeden dielik na stiradnicovych osiach 1cm. Napr. bod

I bude mat stradnice
F[4;4;4].

: Dobre. Tak ja urcim suradnice ostatnych vrcholov kocky.

: Pozor. Aby si sa zbyto¢ne neunavoval, ur¢ sturadnice len tych vrcholov, ktoré potrebujeme.

> N e
: Mdme urcit odchyjlku rovin ABC a K BL. Potrebujem sturadnice piatich bodov: A, B,C, K

a L. Z obrdzka je jasné, Ze bod A md suradnice

A[4;0;0].
Podobne bod B md suradnice

Bl[4;4;0]
a bod C

C'0; 4;0].

: Ostéavaju este body K a L. To nie st vrcholy kocky.

: Mohol by som urcit suradnice ostatnich vrcholov kocky a siradnice bodov K, L pomocou

suradnic stredu usecky.

: Ano, to by bol spravny postup. Ale, ked sa pozrie§ na obrazok, uvidi§ to aj bez poéitania.

: No jasné! Bod K lezi na osiy, ¢ize md suradnice

K[0;2;0].
Bod L je zase ,nad“ bodom C' vo vyske 2 dieliky. Md preto suradnice

L]0;4;2].

: Vyborne. Tym sme tlohu zmenili na analytickti. MoZeme sa pustit do urcovania odchylky

— >
rovin ABC a KBL.

: Mali by sme asi vytvorit vSeobecné rovnice oboch rovin.

: Nebude to potrebné. Na urcenie odchylky rovin potrebujeme len ich
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Ne € N C

N« C

: Jasné. Z odchylky normdlovijch vektorov vieme urcit aj odchylku prislusnych rovin.

: Kvoli prehladnosti oznacme si jednotlivé roviny pomocou gréckych pismen nasledovne:

7z ’ > v/ . .
a = ABC a f = KBL. Normélové vektory hned neur¢ime. Potrebujeme najprv dva
smerové vektory pre kazda rovinu. Rovinu « si nechajme na koniec. Za¢nime s rovinou

0 = KBL, jej smerové vektory oznac¢me ako u; a us.

: Je to rovina 0 = KBL. Smerove vektory budi w; = B — K a uy = L — K. Body maju
suradnice: B[4;4;0], K[0;2;0] a L[0;4;2]. Preto:

@ =B —K = (4—0;4—2;0—0) = (4;2;0),

Uy =L—K=(0-0;4—2;2—-0) = (0;2;2).
: Vyborne. Pomocou smerovych vektorov uré¢ime teraz vektor normalovy.
: Normdlovy vektor je kolmy na rovinu. . .
. ...a teda aj na vSetky vektory v nej leziace.

: Dobre. Normadlovy vektor je kolmy na smerové vektory. Ako ziskam vektor kolmy na dané
dva vektory?

: Spomen si na

: Jasné! Vektorovy sucin dvoch vektorov je vektor na ne kolmy. Vypocitam vektorovy sucin
smerovych vektorov iy a s a mdm normdlovy vektor 7ig.

cC N

N«

: Na vypocet suradnic vektorového stc¢inu mame pomocku. Zapiseme stradnice vektorov
pekne pod seba. . .

. ...priddme este raz prvi a druhi suradnicu. Ano spominam si.

4 2 0 4 2
0 2 2 0 2

A pocitam. Prvad suradnica: 2-2—0-2 = 4.

Druha suradnica: 0-0—4-2 = —8.

A nakoniec tretia suradnica: 4-2 —2-0 = 8.

Normdlovy vektor roviny [3, g = iy X Uy md suradnice 15 = (4; —8;8).

: Aby sa nam lahsie pocitalo, navrhujem zobrat ako normalovy vektor roviny 3 radsej vektor
so stradnicami (1; —2;2), teda
fig = (1;—2;2).

. Nemam namietky.
: Teraz sa vratime k rovine a. Potrebujeme jej normalovy vektor.

: To bude take isté. Urcim si dva smerové vektory a pomocou nich normdlovy.

X e . ’ /. ’ . ==
U: Mozno by sme si mohli usetrit pracu. Pozri sa na obrazok, akt polohu ma rovina a = ABC?
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N«

. Je to spodnd podstava kocky ABCDEFGH. Je umiestnend v rovine xy.

—
U: Ano, rovina o = ABC je vlastne rovinou zy. Preto jej normalovim vektorom méze byt
jednotkovy vektor v smere osi z, ¢ize vektor so suradnicami (0;0;1).

Z: To je jednoduché! Cize
Mo = (0;0;1).

U: Dobre. Mame teda norméalové vektory rovin a a . Odchylku tychto rovin vypocitame

podla vzorca:
cosp = M

|7l |75

Z: Ano spominam si. Zacnem citatelom. Mdme tu skaldrny sicin vektorov. Ten vypocitame
tak, Ze vyndasobim ich prvé suradnice, k tomu pripocitam sucin ich druhych suradnic a
nakoniec sucin ich tretich suradnic.

U: Pripomeniem ti stradnice norméalovych vektorov

7o = (0;0;1)

ng = (1;—2;2).

N«

: A ja uZ pocitam skaldrny sucin:

fioitg=0-140-(=2)+1-2=2.

c

: Vyborne. Ostal ndm menovatel.

. V menovateli vystupuji velkosti vektorov. Postupne ich vypocitam.

c N

: Nezabudni, Ze normalovym vektorom roviny « je jednotkovy vektor (0;0;1).

N«

: Jasné. Plati, Ze velkost vektora |1i,| = 1. Teraz vypocitam velkost normdlového vektora
roviny [3:

i =12+ (22 + 2 =V1+4+4=3.
U: Sahlasim. Dame to vsetko dohromady a dosadime vypocitané hodnoty do vzorca pre
odchylku.
Z: Pocitam: o
o iigl _ 22

T RS 13 3

U: Pouzitim kalkulacky zistime, zZe

o = 48°11".
Na zaver ti pontikam pohlad na cely vypocet, mas ho v ramdceku.
cos !Qa : Clﬁ|
|70 |75
0-1+0-(=2)+1-2] 2
cosp = ==

1124 (=22 +22 3
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Uloha 1: Dand je kocka ABCDEFGH s dlzkou hrany 4 cm. Uréte analyticky odchylku rovin
ABT a EFU, pricom bod T je stred hrany CG a bod U stred hrany DH .

Vysledok: 53°7’
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Priklad 4: Mdme dané body A[1;0;2], B[—1;1;3] a rovinu o : x© —y+ 2z — 3 = 0. Urcte
vSeobecni rovnicu roviny 3, ktord prechddza bodmi A, B a je kolmd na rovinu .

Z: Mdm napisat (. Potrebujem jej normdlovy vektor. A potom este
nejaky bod tejto roviny, ale to vidim, Ze mam hned dané dva, A a B.

U: S tym sthlasim. Navrhujem nacrtnaf si celt situéciu.

+

Z: Na obrizku mdme rovinu «, potom hladant rovinu 3, ktord je na 1w kolmd. V rovine f3
mame vyznacené dva body A a B, ktorych suradnice su dané. Zdrovern mdme vyznaceny
roviny «. Ten takisto pozndme, nakolko ho mozZeme precitat zo vieobecnej

TOUNLCE TOVINY QL.

U: V poriadku. Ako ziskame normalovy vektor roviny (37

: Tu obrdzok velmi nepomdha. Nie je na riom Ziaden vektor kolmy na rovinu [3.

y4

U: To je pravda. Ale moZno by sa nam podarilo najst roviny [3.

Z: N6, to je uZ ind vec. Jednym zo smerovich vektorov roviny 3 by mohol byt vektor B — A.
U

: Vyborne. Aj druhy smerovy vektor roviny 5 mame na obrazku. Bude nim normélovy vektor
roviny .

Z: Naozaj! Rovina (3 je kolmd na rovinu «, preto mozZe normdlovy vektor roviny a leZat v rovine
U: Zapamitaj si, ze ak st roviny o a [ navzajom kolmé, tak normalovy vektor
roviny « je jednym zo smerovych vektorov roviny [.

Z: UZ mdm v tom jasno, tak sa pustim do prace. Smerové vektory roviny (3 oznacim ako U a
v. Vektor i = B — A, a preto bude mat suradnice:

u=B—-A=(-2;1;1).
U: Dobre.

Z: Vektor v = 1i,, jeho suradnice precitam zo vseobecnej rovnice roviny o, preto:

U =1, = (1;-1;2).

U: Normalovy vektor roviny 3 urcime ako jej smerovych vektorov:

g =i X 0.
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Z: Na vypocet suradnic vektorového sucinu mame pomocku. Zapiseme suradnice vektorov
pekne pod seba, pridame este raz ich prvi a druhi suradnicu.

-2 1 1-2 1
1-1 2 1-1

A pocitam. Prvd siradnica: 1-2—1-(—1) = 3.
Druhd siuradnica: 1-1—(—2)-2 =5.
A nakoniec tretia suradnica: —2-(—1) —1-1=1.
Normdalovy vektor roviny 3, g = U X u, md suradnice 1z = (3;5;1).
U: Vyborne. Pomocou stradnic normélového vektora moZzeme vytvorit vSeobecnt rovnicu

roviny 3. Dostavame:
3r+5y+z+d=0.

Z: Ostdva ndm vypocitat d.
U: To nebude problém. Pozname dva body A a B patriace rovine . Ich stradnice musia
vyhovovat vSeobecnej rovnici. Preto dosadime stiradnice napr. bodu A a dopoditame d.

Z: Bod A[1;0;2]. Dosadim ich do vSeobecnej rovnice namiesto x,y,z a dostanem:
3-1+5-0+1-24d=0.

Vypocitam d:
3+0+2+d=0

d= —5.

U: VSeobecna rovnica roviny [ je:

3r+5y+z2—5=0.

Uloha 1: Mdme dané body L[3;—2;5], M[—2;5;—4] a rovinu 0: ©=1+1t+s,
y=2—t—3s, z=4+t—3s, t,s € R. Urcte vseobecniu rovnicu roviny o, ktora prechdadza
bodmi L, M a je kolmd na rovinu o.

Vysledok: 0 : 11z — 32y — 312+ 58 =0




VoAgI85 | [List 18

Priklad 5: Dany je bod Al0;1;2] a dve roviny : x+y—z+2=0a: 3z—y+22—1=0.

Najdite vseobecni rovnicu roviny, ktord prechddza bodom A a je kolmd na rovinu o aj na
rovinu 3.

Z: Mdm ndjst rovinu. . .

U: Oznac¢me ju napr. 7.

Z: Dobre, tak mdm mdm ndjst rovinu v kolmi na dve iné roviny o a 3. To by mala byt rovina
v kolma aj na ich priesecnicu.

U: To m&s, samozrejme, pravdu. V analytickej geometrii vSak tito skutocnost nepotrebujeme.
Stustredime sa na to, ze hladdme vSeobecnt rovnicu roviny +.

Z: Potrebujem normdlovyj vektor roviny v a siradnice aspori jedného jej bodu. Stiradnice mdm,
ide o bod A.

U: Okrem neho mame dané aj vSeobecné rovnice rovin « a 3.

Z: 7 nich sa mézeme dozvediet suradnice normdlovijch vektorov tijchto rovin.

U: Vyborne. Pozname teda este aj stiradnice normalovych vektorov rovin a a (3. Preberieme
to postupne. Rovina v mé byt kolmé na rovinu «. Znézornime si celt situdciu na obrazku.

Y
Tl
o)

Z: Na obrdzku mdme rovinu o, potom hladanii rovinu v, ktord je na 1w kolmd. Zdroveri mdme
vyznaceny normalovy vektor roviny .

U: V poriadku. Aky vztah mé normalovy vektor roviny « ku rovine 7 7

Z: NG... Mozno by mohol lezat v Tovine .

U: Mozno?

Z: Normdlovy vektor roviny o je na 1w kolmg. Aj rovina v je kolmd na rovinu o. Ano, le3i
v TOVIne 7.

U: Preto moze byt roviny 7.

Z: To je dobry ndpad! Este jeden taky smerovy vektor a uz by som vedel ndjst aj normdlovy
vektor roviny 7.

U: Ostala nam este rovina (3.

Z: Jasné! Rovina v je kolmd aj na rovinu [3. Preto normdlovy vektor roviny 3 bude tie? jednym

zo smerovych vektorov roviny -y.
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: Spravne. Pre rovinu v mame uz dva smerové vektory. Vsimni si, Ze nie s ,

preto nemoze byt problém néjst aj jej norméalovy vektor.

: Normdalovy vektor urcim ako jej smerovych vektorov. Pustim sa teda do

prace. Nagprv si urcim suradnice normalovych vektorov rovin o a 3. Su to cisla stojace pri
x, Yy a z vo vseobecnych rovniciach danych rovin. Preto:

Mo = (1;1;—1),

Mg = (3;—1;2).

: Normalovy vektor roviny v ur¢ime ako vektorovy sucin tychto vektorov:

—

Ny = Ng X Ng.

N(

c N

N«

Na vypocet suradnic vektorového sucinu mdme pomocku. Zapiseme suradnice vektorov
pekne pod seba, pridame este raz ich prvi a druhi suradnicu.

1 1-1 1 1
3-1 2 3-1

Prvd suradnica: 1-2 —(—=1)-(—=1) = 1.

Druhad suradnica: —1-3 —1-2 = —5.

A nakoniec tretia siradnica: 1-(—1) —1-3 = —4.

Normdlovy vektor roviny v, Tiq, X fig md suradnice 7, = (1; —5; —4).

: Vyborne. Pomocou stradnic normélového vektora moéZeme vytvorit vSeobecn rovnicu

roviny -y, dostavame:
r—>by—4z+d=0.

: Ostdva ndm vypocitat d.
: To nebude problém. Pozname bod A, ktory patri rovine ~.

. Stradnice bodu A|0; 1; 2] musia vyhovovat vseobecnej rovnici. Dosadim ich a dopocitam d.

Dostdavam:
1-0-5-1—-4-2+d=0.

Vypocitam d:
0-5—-8+d=0
d=13.

: VSeobecna rovnica roviny 7 je:

r—>5y—42+13=0.
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Uloha 1: Dany je bod A[1; —2;4] a dve roviny 0 : 2c+y—32+7=0a0: x—2y—z+4=0.
Ndjdite vseobecni rovnicu roviny, ktord prechddza bodom A a je kolmd na rovinu ¢ aj na
TOVINY O .

Vysledok: 7x +y + 52 —25 =0




